
پس از    رایدارند، ز  یاتیو ح  یادینقش بن  هاس یماتر  یمحاسبات   الاتیس   کینامیدر دطور که ملاحضه شد  همان

معادلات به    ن یا  استوکس،–ریناو  مانند معادلات   ال،یس   ان یحاکم بر جر  ی جزئ  لیفرانسیمعادلات د  یسازگسسته 

های  روش   .شوند ی داده م  شیمان  ی سیصورت ماترکه معمولاً به   شوند ی م   لیبزرگ تبد   یمعادلات جبر   یهادستگاه

 ی هادر حل دستگاه   م یمستق  یهاروش د.  شونتقسیم می   تکراری مستقیم و ی کلی دو دسته حل دستگاه معادلات 

پاسخ دستگاه را )با دقت    ات، یتعداد محدود عمل  ک یکه در    شودی ها گفته مبه آن دسته از روش   ی معادلات خط

دست به   بیو با تقر  جیتدرکه پاسخ را به   ی تکرار  یها. برخلاف روش کنند ی به تکرار( محاسبه م  از یبالا و بدون ن

  دست آورند. به   یجبر   یهایز دگرگون را با استفاده ا  یعدد  قیجواب دق   کنند ی م  یسع  م یمستق  یهاروش   آورند،ی م

روش  ،  3ال یو  تجزیه روش ،   2جردن–روش گاوس ،  1س روش حذفی گاو توان به  یهای مستقیم م از جمله روش 

های  روش   های این کتاب است. در ز سرفصلرج اها خانآکه بحث در مورد    اشاره کرد  5سازیروش مثلثی و   4کرامر 

با   اولیه شروع شده و در گام تکراری حل  نزدیک می یک حدس  به جواب  متوالی  برای  ها  این روش .  شوند های 

های ترین روش مهم ز  ا  8و سور 7سایدل–روش گوس   ، 6ژاکوبی  . روش تر هستند های بزرگ و پراکنده مناسبدستگاه

 برای حل دستگاه معادلات هستند. تکراری

  ر یمقاد   ه یآن بر پا  د یجدا شده و مقدار جد   رهای متغ  ه یاز بق  حیصورت صرهر مجهول در معادله به اکوبی  ژ  روش در  

زمان و مستقل  طور همبه   رها یمتغ  د یجد   ریهر تکرار، تمام مقاد  ی. در واقع، برا شودیمحاسبه م   رهایمتغ  ریسا  یقبل

  شودی زده م  رهای متغ یبرا ه یحدس اول کی شروع،  ی. براشوند ی م  یروزرسانبه  ی قبل ی بر اساس مقدارها گریکد یاز 

از روابط استخراج با استفاده  ابه   د ی جد   یشده، مقدارهاو سپس  و    یی به همگرا  دنیتا رس   ند یفرآ  نیدست آمده 

 
1 Gaussian Elimination 
2 Gauss–Jordan 
3 LU Decomposition 
4 Cramer’s Rule 
5 Triangularization 
6 Jacobi Method 
7 Gauss–Seidel 
8 SOR - Successive Over Relaxation 



است که    نیا  ی روش ژاکوب  یی همگرا  ی. شرط مهم براکند ی م  دایرها( ادامه پتکرا  نیکوچک ب  اریبس  راتییتغ   یعنی)

در  ماتریس قطری غالب ماتریسی است که  لازم به ذکر است که    باشد.  غالب  یقطر  تیخاص  ی دارا  بیاضر  سیماتر

در حالتی که    .تر باشد عناصر آن سطر بزرگ  ریمطلق سا  ری از مجموع مقاد  ی هر سطر، مقدار مطلق عنصر قطر

برای درک    قطری غالب کرد.ماتریس را  آن  سطرها    ییجابجابا  توان  گاهی اقات میب نیست  ماتریس قطری غال

 .  شوداز یک مثال استفاده میتر این روش به

 کوبی حل کنید.دستگاه معادلات زیر را به کمک روش تکراری ژا مثال:

{

4𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 3
2𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 = 10
𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = 7

 

کنید.  یک حدس انتخاب  ابتدا  عادلات  برای حل م، روش ژاکوبی همگرا خواهد بود.  از آنجا که ماتریس قطری است

 شود: به عنوان مثال حدس زیر انتخاب می

{
𝑥0 = 0
𝑦0 = 0

𝑧0 = 0

 

 : )معادلات ژاکوبی(   کنید جدا  صورت زیربهرا برای هر معادله، متغیر مربوطه در مرحله اول 

{
 
 

 
 𝑥 =

1

4
(3 − 𝑦 + 𝑧)

𝑦 =
1

5
(10 − 2𝑥 − 𝑧)

𝑧 =
1

3
(7 − 𝑥 − 𝑦)

 

 تعیین کنید:جواب جدید ر داده و ژاکوبی قرا  معادلات را در  در مرحله دوم مقدار حدس اولیهبرای حل  



{
 
 

 
 𝑥1 =

1

4
(3 − 0 + 0) = 0.75

𝑦1 =
1

5
(10 − 2 × 0 − 0) = 2

𝑧1 =
1

3
(7 − 0 − 0) = 2.33

 

جواب جدید    ید در نظر گرفته و با جایگذاری در معادلات ژاکوبی جد حدس    فوق را به عنوان ردی امقبعد در مرحله  

 تعیین کنید:

𝑥2 =
1

4
(3 − 2 + 2.33) = 0.83

𝑦2 =
1

5
(10 − 2 × 0.75 − 2.33) = 1.23

𝑧2 =
1

3
(7 − 0.75 − 2) = 1.42

 

 گردد: محاسبه میدید حل جاکوبی  ت ژقادیر فوق در معادلایگذاری مدر تکرار بعد با جا

𝑥3 =
1

4
(3 − 1.23 + 1.42) = 0.80

𝑦3 =
1

5
(10 − 2 × 0.83 − 1.42) = 1.38

𝑧3 =
1

3
(7 − 0.83 − 1.233) = 1.65

 

  )معیار همگرایی(   مقدار   کی از    ی دو تکرار متوال  ن یکه اختلاف جواب ب ی زمانتکرار مراحل فوق حل تا زمانی که  با  

 : شودی م ک ینزد زیر جواببه  ی روش ژاکوب  شتر،یب یکه با تکرارها شودی مشاهده میابد.  تر شود ادامه میکوچک

{
𝑥 = 0.83
𝑦 = 1.33
𝑧 = 1.67.

 

 



تکرار  کی  دلیسا-وش گاوس ر از جد   یحل دستگاه معادلات خط  یبرا  یروش    ن یدتریاست که در هر مرحله 

داشته باشد. در    ی نسبت به روش ژاکوب  ی ترع یسر  ییتا همگرا  کند ی استفاده م  رهایمتغ   ی شده برامحاسبه   ر یمقاد

زده    رهایمتغ  یبرا  یاه یاول  حدس شود. ابتدا    نیتضم  ییغالب باشد تا همگرا  یقطر  د ی با  بیضرا  سیروش، ماتر  نیا

.  شودی محاسبه م  رهایمتغ  ریروزشده سابه   ر یمقاد  نیدتریبا استفاده از جد   ری هر متغ  سپس در هر تکرار،   شود،ی م

از روش    شتر یمعمولاً ب  دلیسا-روش گاوس   یی سرعت همگرا  .ابد یی به دقت مطلوب ادامه م  دن یروند تا رس   نیا

اطلاعات    جه ی و در نت  کند یاستفاده م   رهایمتغ  یشده برامحاسبه   ر یمقاد  نیدتریدر هر تکرار از جد   رایاست، ز  یژاکوب

با ذکر یک مثال   .فتد یاتفاق ب ترعیسر ییهمگرا شودی باعث م یژگیو نی. ابردی را در محاسبات به کار م  یروزتربه 

 این روش توضیح داده خواهد شد.

 حل کنید.  وس سایدلگرا به کمک روش تکراری  مثال قبلدستگاه معادلات   مثال:

یک حدس انتخاب ابتدا  عادلات  برای حل مهمگرا خواهد بود.    سایدل-گوس ، روش  از آنجا که ماتریس قطری است

 شود: کنید. به عنوان مثال حدس زیر انتخاب می

{
𝑥0 = 0
𝑦0 = 0

𝑧0 = 0

 

 :( سایدل- گوس )معادلات    کنید جدا  صورت زیربهرا برای هر معادله، متغیر مربوطه در مرحله اول 

{
 
 

 
 𝑥 =

1

4
(3 − 𝑦 + 𝑧)

𝑦 =
1

5
(10 − 2𝑥 − 𝑧)

𝑧 =
1

3
(7 − 𝑥 − 𝑦)

 



.  تعیین کنید جواب جدید  و    دهید ر  قرا  سایدل-گوس   معادلاترا در    در مرحله دوم مقدار حدس اولیه برای حل  

 :است روزشده در همان تکراربه  ریاز مقاد ی استفاده فور ی ژاکوبروش با این روش  یتفاوت اصل

{
 
 

 
 𝑥1 =

1

4
(3 − 0 + 0) = 0.75

𝑦1 =
1

5
(10 − 2 × 0.75 − 0) = 1.70

𝑧1 =
1

3
(7 − 0.75 − 1.70) = 1.52

 

جواب    سایدل-گوس ید در نظر گرفته و با جایگذاری در معادلات  جد حدس    فوق را به عنوان ر دیامقبعد  در مرحله  

 تعیین کنید: جدید 

𝑥2 =
1

4
(3 − 1.70 + 1.52) = 0.70

𝑦2 =
1

5
(10 − 2 × 0.70 − 1.52) = 1.44

𝑧2 =
1

3
(7 − 0.70 − 1.44) = 1.62

 

 گردد: محاسبه میدید حل ج سایدل- گوس ت قادیر فوق در معادلایگذاری مدر تکرار بعد با جا

𝑥3 =
1

4
(3 − 1.44 + 1.62) = 0.80

𝑦3 =
1

5
(10 − 2 × 0.80 − 1.62) = 1.36

𝑧3 =
1

3
(7 − 0.80 − 1.36) = 1.62

 

  )معیار همگرایی(   مقدار   کی از    ی دو تکرار متوال  ن یکه اختلاف جواب ب ی زمانتکرار مراحل فوق حل تا زمانی که  با  

ادامه میکوچک با تکرارها  شودی مشاهده میابد.  تر شود    ک ی نزد  زیر   جواب به    سایدل-گوس روش    شتر، یب  یکه 

 :شودی م



{
𝑥 = 0.83
𝑦 = 1.33
𝑧 = 1.67.

 

شده است. در    ی طراح  ییسرعت همگرا   ش یاست که با هدف افزا  دلیسا-از روش گوس   ای توسعه  ک یروش سور  

  ب یضر  کیآن با    یو مقدار قبل  د یاز مقدار جد   ی بیترک  ر،یهر متغ  د یاز مقدار جد   م یاستفاده مستق  یجاروش، به   نیا

= 𝜔اگر  شود.  انتخاب می  2تا    0مقدار این ضریب معمولا بین    .رودی ( به کار م𝜔شتاب ) باشد، روش سور    1 

اگر    ی متفاوت است، ول  بی ضرا  س یبسته به ساختار دستگاه و ماتر  𝜔 نه یخواهد بود. مقدار به  دل یسا-همان گوس 

مقدار ضریب شتاب    اگر   کند.  تر ع یسر  یتوجهطور قابل را به   ییهمگرا  تواند ی م  سورانتخاب شود، روش    یدرستبه 

پارامتر زیر    .شودی م  ییهمگراسبب کاهش  و معمولاً    شود گفته می 9زیر تخفیف آن ضریب  به   کمتر از یک باشد 

اگر مقدار ضریب شتاب    است. یا واگرا  نوسان  حل  وده و دارای  ناپایدار بسیستم  شود که  زمانی انتخاب میتخفیف 

در مثال   شود.شود که سبب افزایش سرعت همگریی میگفته می  10بیشتر از یک انتخاب شود به آن فوق تخفیف 

 د با ذکر مثال روش سور توضیح داده می شود. بع

 حل کنید.  سوررا به کمک روش تکراری  مثال قبلدستگاه معادلات   مثال:

 شود: کنید. به عنوان مثال حدس زیر انتخاب مییک حدس انتخاب ابتدا عادلات رای حل مب

{
𝑥0 = 0
𝑦0 = 0

𝑧0 = 0

 

بر اساس   انتخاب شده باشد.  2/1ت که این ضریب  مقدار ضریب شتاب انتخاب شود. در این مثال فرض بر این اس 

 شود: حل جدید به صورت زیر تعیین می اما با اعمال وزن دلیسا-گاوس 

 
9 Under-relaxation 
10 Over-relaxation 



{
 
 

 
 𝑥1 = (1 − 1.2) × 0 + 1.2 ×

1

4
(3 − 0 + 0) = 0.90

𝑦1 = (1 − 1.2) × 0 + 1.2 ×
1

5
(10 − 2 × 0.90 − 0) = 1.97

𝑧1 = (1 − 1.2) × 0 + 1.2 ×
1

3
(7 − 0.90 − 1.97) = 1.65

 

 شود: محاسبه میدر تکرار بعدی مقادیر فوق به عنوان حدس انتخاب و جواب جدید 

{
 
 

 
 𝑥2 = (1 − 1.2) × 0.90 + 1.2 ×

1

4
(3 − 1.97 + 1.65) = 0.80

𝑦2 = (1 − 1.2) × 1.97 + 1.2 ×
1

5
(10 − 2 × 0.80 − 1.65) = 1.35

𝑧2 = (1 − 1.2) × 1.65 + 1.2 ×
1

3
(7 − 0.80 − 1.35) = 1.62

 

 شود: جواب جدید محاسبه میبا استفاده از این مقادیر 

{
 
 

 
 𝑥3 = (1 − 1.2) × 0.80 + 1.2 ×

1

4
(3 − 1.35 + 1.62) = 0.83

𝑦3 = (1 − 1.2) × 1.35 + 1.2 ×
1

5
(10 − 2 × 0.83 − 1.62) = 1.33

𝑧3 = (1 − 1.2) × 1.62 + 1.2 ×
1

3
(7 − 0.83 − 1.33) = 1.67

 

  )معیار همگرایی(   مقدار   کی از    ی دو تکرار متوال  ن یکه اختلاف جواب ب ی زمانتکرار مراحل فوق حل تا زمانی که  با  

 :شودی م  کینزد زیر جواببه  سورروش که  شودی مشاهده میابد.  تر شود ادامه میکوچک

{
𝑥 = 0.83
𝑦 = 1.33
𝑧 = 1.67.

 

 

 


